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1 Uvod

Razmatramo skup linija H u ravni. Te linije dele ravan na odredeni nacin i to je raspored linija.
Presekom linija formiraju se temena, ivice se formiraju izmedu parova uzastopnih temena, a
oblasti izmedu linija. Oblasti i ivice ne moraju biti ograni¢ene, medutim ono $to moZzemo uraditi
je da dodamo tacku u beskonacnosti, i sve neograni¢ene ivice povezemo sa tom tackom i tako
dobijemo ispravan planarni graf (llustracija 1: Osnovni elementi rasporeda i dodavanje tacke u
beskonacnosti. Postoji vise nacina da se taj raspored predstavi, a jedan primer je dvostruko
povezana lista ivica (DCEL).

llustracija 1: Osnovni elementi rasporeda i dodavanje tacke u beskonacnosti

Raspored linija u ravni je jedna najizu¢avanijih struktura u kompjuterskoj geometriji. Primena
ove strukture postoji u reSenjima mnogih problema kao $to su graf vidljivosti, planiranje
kretanja, HSR (Hidden Surface Removal) i joS mnogi drugi, narocitu u kombinaciji sa dualnom
ravni gde se, umesto kolekcijom linija, radi sa kolekcijom ta¢aka. U dualnoj ravni, oblast unutar
Celije predstavlja kolekciju linija koje imaju iste tacke iznad i ispod (llustracija 2: Oblast
rasporeda linija predstavlja skup linija koje imaju iste tacke ispod i iznad.

llustracija 2: Oblast rasporeda linija predstavlja skup linija koje imaju iste tacke ispod i iznad

Za raspored kazemo da je jednostavan ako se svaki par linija preseca u nekoj tacki i ako se
nikoje tri linije ne presecaju u istoj tacki. U narednom poglavlju ée biti predstavljena svojstva
sloZenosti jednostavnog rasporeda linija u ravni tj. broj temena, ivica i oblasti. Zatim ¢e uslediti
pregled nekih od jednostavnijih metoda odredivanja rasporeda linija. Na kraju ¢e biti opisan
algoritam koji je i predmet ovog rada.

2 Slozenost rasporeda linija

SloZzenost je povezana sa brojem temena, ivica i oblasti. Kako razmatramo jednostavan
raspored, pokaza¢emo da su te koli¢ine ©(n?).



Lema 1: Neka je A(H) jednostavan raspored od n linija H u ravni. Tada vaii:

n
i Broj temena (ne racunajuéi teme u beskonacnosti) u A(H) iznosi (2)
ii.  Brojivica u A(H) iznosi n’

n
iii.  Brojoblastiu A(H) iznosi (2) tnt+l

Dokaz: Broj temena je jasan na osnovu Cinjenice da se svaki par linija preseca u jednoj tacki, jer
nema paralelnih linija. Da bismo dokazali da je broj ivica n2 koristimo indukciju. Bazazan = 1 je
trivijalna, jedna linija jedna ivica. Kada dodamo liniju u raspored od n — 1 linija u kome imamo

(n — 1)Z%ivica, tatno jedna ivica na svakoj od liija se deli, $to nam daje (n — 1) novih ivica.
Takode nova linija je podeljena na n ivica presecima sa svakom od n — 1 linija. Ukupno imamo
(n —1)2 4+ (n — 1) + n = n?ivica. Broj oblasti sledi iz Ojlerove formule v - e + f = 2, gde je v
broj temena, e broj ivica i f broj oblasti. Kako smo dodali tacku u beskonacnosti, v =

f=2—v+e=2—(1+(’2‘))+n2:2—(1+"(“2‘1))+

ny: o _ 2
1+ (2) '€ =7 paje broj oblasti:

2 n? n_ n(n-1) _rn
n=1l+—+-=1+——+n=(;)+n+1

Ove formule se mogu generalizovati i za viSe dimenzije. SloZenost rasporeda n hiperravni u R4
je ©(nd). Stoga su ove strukture prakti¢ne samo za relativho male dimenzije kada n nije previse
veliko.

3 Konstrukcija rasporeda

Kako je sloZzenost samog raspored kvadratna, nema potrebe traZiti algoritam sa sloZzenoScu
manjom od kvadratne. Najjednostavniji algoritam je inkrementalni algoritam. Linije se dodaju
jedna po jedna u raspored (npr. DCEL struktura). U i-tom dodavanju, prvo treba pronadi oblast
koja je najdalje levo, kroz koju linija prolazi. Te oblasti su ogranicene ivicama koje su poluprave,
kojih ima O(i), pa je sloZzenost ovog koraka O(i). Zatim idemo po obodu oblasti, ivicu po ivicu,
dok ne naidemo na onu sa kojom se nova linija preseca. Ta ivica se podeli na dva dela, doda se
teme u preseku i nastavi se dalje samo sad sa druge strane ivice (llustracija 3: Inkrementalni
algoritam. Ubacivanje linije.).

llustracija 3: Inkrementalni algoritam. Ubacivanje linije.

Imamo n koraka. Kako smo sigurni da svaki korak ima linearnu sloZenost? Zone teorema nam
dokazuje da je sloZzenost koraka O (7).



Za neku liniju l i raspored linija A(H), zona Zau)(1) linije [ u rasporedu A(H) je skup svih strana
tj. oblasti iz A(H) koje preseca L.

Zone teorema: Za dati raspored A(H) od n linija iz R2 i linije [ (koja ne mora biti neka iz skupa
H), broj ivica na obodu svih oblasti zone Z4u)(l) je najvise 6n.

Dokaz: Pretpostavimo da je [ horizontalna i da nijedna linija iz H nije horizontalna. Prva
pretpostavka se moZe postici rotiranjem svih linija, a druga tako $to odlu¢imo da je levi kraj
horizontalne ivice visi od desnog kraja.

Za svaku oblast iz Z ) (1) podelimo ivice koje je ograni¢avaju najviSom i najnizom tackom.
Indukcijom éemo dokazati da ivica, koje ogranicavaju oblast sa leve strane, ima najvise 3n.
Simetri¢no Ce vaziti i za ivice koje ogranicavaju oblast sa desne strane.

Zan = 1, postoji tacno jedna ivica u Za(l) koja ogranicava neku oblast sa leve strane, i 1 <
3n = 3. Pretpostavimo da je tvrdnja tacnazan — 1.

Razmotri¢emo liniju r iz H koja najdalje desno sece liniju [ i raspored A(H\{r}) (llustracija 4). U
zoni Za\grp (1) imamo najvise 3n — 3 ivica koje ograni¢avaju sa leve strane. Dodavanjem linije
r najviSe se mogu dodati tri nove ivice koje ogranicavaju sa leve strane. Linija r preseca najvise
dve ivice (koje ogranic¢avaju sa leve strane i neka su to lp i [1) oblasti koja je najdalje desno u
zoni, i samim tim svaka je podeljena na dva dela. Sama linija r doprinosi joS jednu ivicu, i ta
linija ne moze doprineti nijednoj drugoj oblasti pored najdesnije. Levo od r mozZe doprineti
samo broju ivica koje ogranifavaju sa desne strane, a desno od r sve ostale oblasti su
zaklonjene od [ ili linijom [ ili L1. Pa je tako ukupni broj ivica u Zam)(l) najvise 3+ 3n—3 =

3n.

llustracija 4

Memorijska sloZzenost inkrementalnog algoritma je isto O(n?)jer se cela struktura mora Cuvati.
Klasi¢éno prebrisavanje vertikalnom linijom bi zahtevalo samo O(n) prostora, medutim
vremenska sloZenost bi bila O(n?log n). Ukratko, postupak je da se sortiraju linije po nagibu, u
toku prebrisavanja ¢uvamo trenutne ivice koje su presecene tom vertikalnom liniju, a u priority
gueue-u ¢uvamo presecna temena izmedu uzastopnih linija(u trenutnom preseku). Da bi smo
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pronasli sledec¢e teme, potrebno nam je O(log n). vremena, i kako ima ukupno O(n?) koraka to
je sloZzenost veéa od optimalne koju trazimo.

4 Algoritam

Sledi opis algoritma koji je osmislio Edelsbrunner [1]. Neka imamo n linija u ravni.
Pretpostavimo da se nikoje tri linije ne presecaju istoj tacki, i da nijedna linija nije vertikalna,
kao i da nema paralelnih linija. Svaka linija preseca n — 1 liniju i samim tim je podeljena na n
ivica. Ako koristimo vertikalnu pokretnu liniju za prebrisavanje, u sustini mi sortiramo n2
presecnih tacaka. Topoloskim prebrisavanjem linija preseka nije prava linija. Ideja je da se
koristi zakrivljena linija (topoloSka linija) sa odredenim svojstvima koja simuliraju vertikalnu
liniju. Koriste¢i takvu liniju prilikom prebrisavanja, sloZenost je 0(n2) vremena i svega O(n)
prsotora. Topoloska linija je monotona linija u y- smeru, Sto znaci da je bilo koja horizontalna
linija preseca ta¢no jednom. Pored toga topoloska linija preseca i svaku od n linija tacno
jednom. Predstavljena je nizom ivica koje sadrze tacku preseka sa svakom od linija. Ova
presecna linija, kao i vertikalna linija, ide od —oco do oo po y osi. Presek ima ista svojsvta kao i
vertiklana linija po definicij. Prebrisavanje pocinje se presekom koji je najdalji levo. Taj presek
ukljuCuje sve polu-beskonacne ivice i pomera se desno sve do preseka koji je nadalji desno.
Koraci pomeranja se zovu elementarim koracima i pod tim podrazumevamo da je topoloska
linija presla preko temena(tacke preseka) rasporeda. Da bi presek ostao topolisSka linija,
elementarni korak mora preéi preko tacke preseka dve uzastopne ivice u trenutnom preseku,
jer u suprotnom ¢e neke linije rasporeda seéi u viSe od jedne tacke.

4.1 Oznake i definicije
Oznake koriséene su preuzete iz originalnog rada.

H skup n linija {l4, L2, ..., lx} u ravni.
A(H) oznacava raspored linija iz skupa H.

DefiniSemo relaciju ,iznad” izmedu elemenata A(H). Element A je iznad elementa B ako
projekcije A i B na x osu imaju presek, i ako za svako x tog preseka, sve tacke A su iznad svih
tacaka B. Slicno se definiSe i relacija ,ispod” gde je element A ispod elementa B ako projekcije
A i B na x osu imaju presek, i ako za svako x tog preseka, sve tacke A su ispod svih tacaka B.
Tako imamo ta¢no jednu oblast koja nije ispod nijedne druge oblasti koju éemo oznacitisa T, i
tacno jedna oblast koja nije iznad nijedne druge oblasti oZznacenu sa B. Dokaz je trivijalan.

Presek je niz ivica (cy, ¢2, ..., cn) iz A(H) takve da

i c1jeivica oblasti T i ¢y jeivica oblasti B, i

ii. Zasvakoitakvodal <i < n — 1vaZidasuivicec;ici+1ivice oblasti R;, i ¢ije iznad R; a
i ci+1ispod R;, gde su sa R; oznacene redom oblasti koje topoloska linija sece.



llustracija 5: Topoloska linija i odgovarajuci presek

Sledi opis stabala horizonta koji ¢e biti koris¢éeni u ovom algoritmu kao pomocne strukture.
Stablo gornjeg horizonta se konstruiSe produzavanjem ivica preseka na desno. Kada se neke dve
ivice susretnu, samo ona ivica sa ve¢im nagibom nastavlja na desno. Stablo donjeg horizonta se
na slican nacin konstruise, jedina razlika je u tome da kada se dve ivice susretnu, ona ivica sa
manjim nagibom nastavlja na desno.

Formalno, neka (m1, my, ..., myn) oznacava linije koje sadrze ivice preseka (c1, c2, ..., cn), tacka p
na liniji m; pripada stablu gornjeg horizonta T+(C) preseka C ako

i. pjeiznadsvihlinijamjzaj>1,i
ii. pjeispod svih linija m takvih da je k < iidaim je nagib veci od nagiba linije m;.

Na ilustraciji broj llustracija 6: Stablo gornjeg horizonta je prikazano stablo T+(C) za presek iz
primera, a na ilustraciji broj llustracija 7: Stablo donjeg horizonta simetri¢no definisano stablo
donjeg horizonta T—(C). Kao Sto se vidi sa slike, ivice preseka se nalaze u oba stabla, bez levog
kraja.

Kako se moze desiti da se ovo stablo pretvori u Sumu, dodaje se pomoéna vertikalna linija mo u
x = 400 koja se u stablu gornjeg horizonta posmatra kao linija sa najve¢im nagibom, a u stablu
donjeg horizonta kao linija sa najmanjim nagibom.

Sa (s1t, s2%, ..., sn™) oznaciéemo segmente stabla gornjeg horizonta (segmenti stabla donjeg
horizonta su oznacdeni sa minusom) koje pripadaju linijama (m1, mo, ..., my).

Vaino zapazanje koje ¢e biti od koristi kasnije, je da vazi C = T+(C) n T—(C), tj. svaka ivica
preseka je presek odgovarajuc¢ih segmenata.



llustracija 6: Stablo gornjeg horizonta

llustracija 7: Stablo donjeg horizonta

Pre samog opisa postupka, potrebno je joS pozabaviti se pitanjem da li je uvek moguée uciniti
elementarni korak. Da li uvek postoji tacka preko koje mozemo predi kao Sto je ranije opisano.

Lema 2: Uvek ée postojati dve uzastopne ivice preseka sa zajednickim desnim krajem, osim
preseka koji je nadalji desno.

Dokaz: Pretpostavimo da postoje tacke koje jo$ uvek nisu obradene, i da ne postoji par ivica c,
ck+1 koji dele zajednicki desni kraj. Neka je c; ivica preseka Ciji desni kraj se nalazi najvise levo.
Neka je cj ivica preseka na liniji [ koja sece ivicu ¢; u njenom desnom kraju u tacki v; (llustracija
8: Desni kraj ivice preseka). Desni kraj ivice ¢; (v)) je ili desno, ili levo od desnog kraja ¢; (vi). Ako
je videsno od v;, onda topoloska linija preseca liniju [ viSe puta. Ovo ne moze biti slu¢aj. Ako je
vjlevo od v;, onda je v; desni kraj koji se nalazi najviSe levo Sto je kontradiktorno sa prvom
pretpostavkom. To znadi da je v; = vj i da je desna krajnja tacka koja se nalazi najvise levo uvek
elementarni korak.
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llustracija 8: Desni kraj ivice preseka

4.2 Postupak

4.2.1 Strukture podataka:
E[1: n] je niz koji sadrZi jednacine linija. E[i] = (ai, b:) ako i-ta linija [; skupa H ima jednaclinu y
=a;*x + b;

HTU[1: n] je niz koji predstavlja stablo gornjeg horizonta. HTU[i] je par (4; p:) indeksa koji
pokazuju na linije koje ogranicavaju segment linije [; u stablu sa leve i desne strane.

HTL[1: n] predstavlja stablo donjeg horizonta i definisan je slicno kao i stablo gornjeg
horizonta.

I je skup celih brojeva, predstavljen kao stek. Ako se i nalazi u I, onda c; i ci+1 dele zajednicki
desni kraj.

M|[1: n] je niz koji sadrZi trenutni redosled indeksa koje formiraju linije m1, my, ..., m, preseka.
N[1:n] je niz parova indeksa koje pokazuju na linije koje ograni¢avaju svaku ivicu preseka.

Oznake za stabla su preuzete iz originalnog rada, HTU (Horizon Tree Upper) za stablo gornjeg
horizonta i HTL (Horizon Tree Lower) za stablo donjeg horizonta. Ako je segment iz HTU linije [;
najdalji levo, onda je ;= —1 (oznacava da taj segment nije ogranicen sa leve strane), a ako je
najdalji desno onda je p; = 0 (oznacava da taj segment nije ograniCen sa desne strane). Ista
konvencija vazi i za strukturu M.

4.2.2 Inicijalizacija:

Algoritam pocinjemo formiranjem pocetnog stanja stabla gornjeg horizonta, za presek koji je
najdalji levo. Prvo je potrebno sortirati linije skupa H po nagibu. Kao $to smo ve¢ utvrdili, presek
koji je najdalji levo se sastoji od ivica koje se protezu u beskonacnost sa leve strane. Sa desne
strane su ogranicene sa prvom linijom na koju naidu sa ve¢im nagibom.

Ubacujemo liniju po liniju u stablo, pocevsi od linije sa najveéim nagibom. Pretpostavimo da je
linija l; sledeca na redu i da su sve ostale linije sa ve¢im nagibom ubacene u stablo. Te linije
formiraju ,,gornji zaliv” u koji ¢e [; udariti.



llustracija 9

Odredujemo gde ¢e [;udariti tako Sto zaliv obradujemo u smeru obrnutom od kazaljke na satu.
Prednost ovoga je Sto se svaka ivica koja se obradi prestaje da bude deo zaliva, izbacuje se iz
njega i ne mora se viSe razmatrati. Kada naidemo na ivicu koju [; preseca, azuriramo zaliv tako
Sto podelimo presecenu ivicu na dva dela i dodamo novonastalu ivicu. Novonastalu ivicu takode
dodajemo i u HTU strukturu. Na llustracija 9 vidimo jedan primer gde je [; linija sa rednim
brojem 1, zaliv ¢ine linije 2, 3 i 5 dok linija 4 nije deo njega. SloZzenost formiranja stabla je O(n),
ukoliko su linije veé sortirane, u suprotnom nam je za sortiranje potrebno O(n log n). Pocetno
stanje stabla donjeg horizonta se formira na slican nacin.

Strukture M i N predstavljaju ivice preseka koje se mogu dobiti od segmenta stabla HTU i HTL
tako $to jednostavno izaberemo kradi segment svake linije. Kada dobijemo ivice preseka, skup I
se moze trivijalno dobiti. | ovaj deo inicijalizacije ima linearnu sloZenost O(n) pa je cela
inicijalizacija linearna osim ukoliko je potrebno sortiranje.

4.2.3 Elementarni korak:
Sa steka I preuzmemo slededi indeks i. Znamo da c; i ci+1 dele zajednici desni kraj V, i samim
tim moZemo uraditi elementarni korak preko V(llustracija 10: AZuriranje gornjeg stabla

horizonta). Sa s i 0 ¢emo oznaciti segmente stabla pre i posle elementarnog koraka. Stablo

. . . /s yv. + .. + +
gornjeg horizonta HTU se menja na sledeci nacin. 9i se lako dobije od Si+1 . Deo Si+1

. - + . . . .
levo od V se odsece i dobilismo @i . Dobijanje Fi+1nije toliko lako i zahteva kompleksniju
analizu.

Kao i kod inicijalizacije, potrebno je odrediti gde ¢e nastavak linije m; nadesno udariti zaliv
stabla ogranifenog sa ci+1 i ci+2. Obradujemo zaliv tako Sto pocnemo od c;+2 i nastavljamo u
smeru suprotnom od kazaljke na satu sve dok ne naidemo na segment koji se preseca sa m.
Linija m; mora preseci neki segmet tog zaliva, jer je ci+2 ispod c¢; samim tim ispod m; i zaliv je
povezan sa g;t koji je iznad m;.



llustracija 10: AZuriranje gornjeg stabla horizonta

Stablo se zatim moZe aZurirati u O(1) vremenu. Celokupna sloZenost aZuriranja stabla je O(n).
HTL stablo se na sli¢an nacin azurira.

Na osnovu dva stabla, trivijalno se aZurira i sam presek (uzimajuci krace segmente), kao i stek I,
gde je potrebno proveriti da |li dve nove ivice imaju zajednicke desne krajeve. SloZzenost
elementarnog koraka je linerna u najgorem slucaju.

Elementarnih koraka ima O(n2), i svaki korak je u najgorem slucaju O(n) pa je time granica
0(n3), Sto je previSe uzimajuéi u obzir da je O(n?) optimalno. Medutim, u sledeéem odeljku
¢emo videti da je slozenost ipak amortizovana.

4.3 Slozenost
Lema 3: Za raspored od n linija, totalni broj obrada ivica stabla gornjeg horizonta tokom
izvrSavanja elementarnih koraka preko tacaka koje se nalaze na liniji L iz H je O(n).

llustracija 11
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Dokaz: Posmatracemo primer zaliva sa slike (llustracija 11). Elementarni korak se desava preko
tacke V na liniji . Obraduju se ivice na linijama a, b, c, d i e u smeru suprotnom od kazaljke na
satu dok ne naidjemo na presek sa linijom [. Prebrojaéemo obradene ivice, tokom svih
elementarnih koraka na liniji [, tako Sto ¢e svaka od obradenih ivica zaduziti neku od linija, a
zatim ¢éemo dokazati da nijedna od linija, osim linije [, ne moZe biti zaduZena viSe od jednom.
Linija liman — 1 temena, samim tim imamo n — 1 elementarnih koraka koji ukljucuju liniju i
ukupno imamo n — 1 zaliva. Prvu i poslednju ivicu pridruzujemo liniji [, tj. te ivice zaduZuju L.

Svaki zaliv je konveksni niz ivica kojima nagib monotono raste. Ako neka ivica m, iz zaliva, ima
nagib manji od [, ta ivica zaduziée liniju koja sadrzi prethodnu ivicu, a ako je nagib veéi zaduzié¢e
liniju koja sadrzi slededu ivicu. Prva i poslednja ivica, kao Sto smo vec rekli, zaduzuju liniju [. U
primeru, b zaduZuje a, c zaduZuje d i d zaduZuje e (ivice pre temena X imaju manji nagib, a ivice
posle X imaju vedi nagib od linije [).

Koliko puta jedna prava mozZe biti zaduZzena tokom elementarnih koraka na liniji [? Razmotrimo
prvo linije sa nagibom vec¢im od [, kao Sto je linija d u primeru. lvica koja je zaduzila d se nalazi
na liniji c. Linija koja zaduZuje d mora imati nagib izmedu [ i d. Pretpostavimo da je ovo
poslednji put da se d zaduzZuje tokom elementarnih koraka na liniji .

Svaki zaliv ogranicava oblast koja je formirana presecima poluravni ispod [ sa svim poluravnima
iznad linija koje slede posle [ u presek. Presek linija ci d, Y ilinija c il jos uvek nisu obradeni. To
znadi da u svim prethodnim koracima, linije [, c i d se pojavljuju u tom redosledu. Deo linije d,
levo od Y, tokom svih tih prethodnih koraka je zbog toga zagraden linijom ¢ i ne moze biti deo
zaliva, i samim tim ne moze biti zaduzen od strane neke ivice. Ni deo desno od Y ne mozZe biti
zaduZen. Da bi se to desilo, mora postojati linija ¢’ koja preseca d desno od Y. Po sistemu
zaduZivanja ¢ mora presecati [ ispod W. Iz toga sledi da je ¢’ispod [ u trenutnom koraku i da ¢’
zagraduje tacku Y Sto je kontradikcija.

Analogno dokazujemo i za linije manjeg nagiba, kao $to je linija a, samo sada razmatramo kada
se prvi put ta linija zaduzila za neku ivicu, i zasto ne moze kasnije biti ponovo zaduzena. Ovim je
dokazana linearnost obrade svih zaliva tokom svih elementarnih koraka na odredenoj liniji L.

Iz ove leme sledi da je sloZenost aZzuriranja stabla gornjeg horizonta tokom topoloskog
prebrisavanja 0(n?). Analogno i za stablo donjeg horizonta. Samim tim je i cela sloZenost
algoritma O(n?). U bilo kom trenutku, strukture koje se koriste su linearne, pa je potreban
samo O(n)dodatni prostor.

4.4 Eksperimentalni rezultati

Za potrebe ovog rada implementiran je ovaj algoritam u Java programskom jeziku. Api se mozZe
koristiti u drugim aplikacijama, a takode je i napravljena vizuelizacija algoritma korak po korak
koja koristi taj api. Na grafiku (llustracija 12: Grafik vremena izvrSavanja. Vreme je u
sekundama.) su prikazana merenja vremena izvrSavanja algoritma nad skupovima razli¢itog
broja linija. Linije su generisane nasumicno, stim da nema paralelnih, vertikalnih niti da ima tri
linije koje se seku u istoj tacki. Takode postoji i provera da |li je topoloska linija stigla do
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najdesnijeg kraja. Testovi su radjeni na racunaru koji ima procesor AMD FX(tm)-8350 Eight-Core
Processor 4.00GHz. Uradjeno je deset merenja za istu veli¢inu skupa linija i uzet je prosek. U

tabeli je prikazano tih deset merenja. Vremena su u sekundama.

RB 500 1000 5000 10000
1 0.086481522 0.305970172 5.875202435 24.85988729
2 0.093683345 0.321593597 5.817452427 24.43543341
3 0.094647923 0.319280663 5.822176561 24.68757985
4 0.089452989 0.310779861 5.749640108 24.70286203
5 0.094453834 0.322316174 5.889452571 24.63029575
6 0.087297967 0.306778794 5.912020662 24.54021943
7 0.089756101 0.304660439 5.83895963 24.55860019
8 0.094357524 0.310383862 5.852184565 24.43552386
9 0.095065924 0.309993239 5.897963149 24.81722342
10 0.086855033 0.318066752 5.851504032 24.60709846
PROSEK 0.091205216 0.3129823553 5.850655614 24.62747237
Vreme izvrSavanja
30
25
20
15
10
5
0
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Vreme izvrSavanja
llustracija 12: Grafik vremena izvrsavanja. Vreme je u sekundama.
4.5 Primer

Sledi primer ovog postupka korak po korak, i to konkretno do preseka koji je sluzio kao primer u

ovom radu. U tabelama su predstavljene strukture koje su opisane ranije. 1)
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ai

b1

az

b,

as

bs

as

by

‘Ll A W N R

as

bs

3
4
5

Ovaj korak

2 /
. 4 ~
X~ N
o . S
HTL 4 pi N M I
-1 3 1(-110 11-1 3 11 12
13 21 |1 21113 212 24
-1 |5 3(-1 |2 3(-1 12 33
-1 |5 4|-112 4|/-115 4|4
‘1.0 5 -1 4 501 a4 5/5 .
se razlikuje od

drugih jer je ovo inicijalizacija. Prvo su formirana stabla. Radi boljeg pregleda, linije su

numerisane od one sa manjim nagibom ka onoj sa veé¢im. Tako su u stablu gornjeg horizonta
linije ubacivane pocevsi od linije pet, pa onda redom do linije broj jedan. Za stablo donjeg

horizonta, prvo je ubacena linija jedan, sto se moZe videti po tome $to je ta linija beskonacna.

Presek, tj. strukture N i M se formiraju uzimajuci kraéi segment iz oba stabla.

Zajednicke desne krajeve imaju druga i ¢etvrta ivica, pa zato na steku I imamo dva i Cetiri.

a1

b1

az

b,

as

bs

ag

by

Gt A W N R

as

bs

‘L N W N R

1110 -113 11
211 |1 13 2|5
3
12 12 js
2
4 2 NE
514 |2 5 2 4

L AN W N R
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Sa steka se uzima spremno teme u ovom slucaju izmedu ivice 4 i 5, i preko njega se vrSi
elementarni korak. U strukturi M 4 i 5 menjaju mesta. HTU[5] se samo skratio sa leve strane, a
HTU[4] nastavljen. Slicno je HTL[4] skra¢en, a HTL[5] nastavljen. Odredivanje dokle idu
nastavljene linije je opisan ranije. N[4] i N[5] predstavljaju kra¢e segmente i to konkretno N[4]
je segment HTL[5], jer je kra¢i od HTU[5], i N[5] je HTL[4], jer je krac¢i od HTU[4]. N[4] nema
zajednicki desni kraj sa N[3] a N[5] je poslednja ivica pa ne dodajemo novo teme na stek. 3)

5 5 S/

HTU A pi HTL A pi N M )
1|a1| b -1 |3 1/-1 /0 |17 -113 1 22 _’
2| az| by 3 5 213 1 2 1 3
3| as| bs 2 5 32 1 3 5 2
4| a,| by 5 |0 4|5 |2 4 |2 5
5| as | bs 4 0 >4 |2 5 |2 4

3 3
4 4
5 5

U ovom koraku, dve nove ivice imaju zajednicke desne krajeve, sto zaklju€ujemo na osnovu toga
Sto je desni kraj N[1] = M[2] i desni kraj N[2] = M[1] kao i desni kraj N[3] = M[4] i desni kraj
N[4] = M[3]. Dva nova temena su dodata, i zato imamo 1i 3 na steku.

b1

b,

HTU A;

pPi

HTL

Ai

pi

N
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a- | b -1 13 1/-1 0 1 |3 111
3 | M3
20 | by 5 |4 2|5 |1 2 |1 2|3
3 3
5 s | be 2 |5 2 |1 2 1 45
5 |0 45 |2 5 |4 52
2 |0 2 1 5 2 4
1 11 _‘
2 24
3 3
4 4
5 5

U ovom koraku se najbolje vidi primer gde nastavljeni segment nije jednostavno prekinut
susednom ivicom. Nastavak linije pet u HTL stablu, tj. segmenta HTL[5] udara u zaliv
sastavljen od HTL[3], §to je u stvariivica N[2], i HTL[1]. Segment HTL[3] nije presecen linijom
pet, pa se zato nastavlja po zalivu gde nailazimo na HTL[1] koji jeste presecen linijom pet. 5)

X s
E HTU Ai pi HTL A pi N M /

1 a1 b1 -1 |3 1/-110 -1 |3 111
2| a2| by 4 |0 24 1 2 1 213
3 |as|bs 2 |5 312 |1 2 |1 35
4| as | bg 2 |0 412 |1 2 |1 4|4
5] as | bs 2 0 512 1 4 1 5|2

1 11 ]

2 2

3 3

4 4

5 5

Ovde se najbolje vidi ranija zabrinutost da HTU viSe nije stablo, nego da moze postati Suma,
medutim ako se setimo, dodali smo se pomoénu vertikalnu liniju u x = 400, i u ovom slucaju,
HTU|[5], HTU[4] i HTU|[2] udaraju u tu liniju Sto je oznaceno time Sto je p jednako nula.
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E HTU A:i pi HTL 4 pi N M /

1 a1 b 3 |5 13 0 1 |5 13
21 a2 | b, 4 0 204 1 3 |5 211
3| as | bs 1 |5 31 o 2 1| 3]s
4 | ay|ba 2 |0 2 |1 2 |1 4|4
> as | bs 2 |0 512 1 4 1 502
1 12 ]
2 2
3 3
4 4
5 5

Dolazimo do stanja koris¢enog kao primer. Primec¢ujemo da se u svakom koraku menjalo O(1)
elemenata, posle prolaza kroz zaliv, za Ciji obilazak je ve¢ dokazana sloZenost. Postupak se
nastavlja sve dok nema vise spremnih temena, i u tom slucaju presek ¢e se sastojati od
poluprava, sli¢no kao pocetno stanje, samo $to ¢e sve i¢i desno u beskonacnost.

4.6 Specijalni slucajevi

Za specijalne slucajeve kao Sto su paralelne linije, vertikalne linije i vise od dve linije koje se seku
u jednoj tacki, Edelsbrunner [1] je predloZzio metod koji olakSava implementaciju time Sto nije
potrebno zasebno posmatrati svaki specijalani slu¢aj. Ta metoda je zapravo primitivna
procedura koja posmatra paralelne linije kao da nisu paralelne i koja posmatra tri linije koje se
seku u jednoj tacku kao da se ne seku. To znaci da se pojavljuju ivice duZine nula i tacke preseka
u beskonacnosti.Primitivna procedura prima i indekse od 1 do n kao parametar. Ako je linija [;
data jednacinom:

aix+by+ci=0
zal<i<ni(a;bi) # (0,0) definiSemo sledecu liniju

li(e)ajx +bjy+¢c; =0
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—2

23i-1 r_ 231 o .
G =Ct € , za neko € > 0 koje je dovoljno malo.

’ 3y
gde jedi =a;+e* ,bj=b;+¢
Umesto da se odredi raspored za skup H odreduje se raspored za H(e) = {li(e) | 1 < i < n}ie¢
> 0 dovoljno malo. Lako se dokazuje da H(g) nema dve paralelne linije ni tri linije koje se seku
jednoj tacki. To znadi da se sve odluke, kao Sto je odredivanje da li [; preseca [j iznad I,
zasnivaju na l;(€), a ne na [;, $to se moZe svesti na odredivanje znaka sledece determinante:

aj b ¢

I I !
a  bj ¢
ap by c

$to se mozZe uraditi bez konkretne vrednosti za €. Medutim, svako raunanje se mora izvesti bez
gubitka preciznosti. Ova tehnika se zove simbolicna perturbacija. Vise detalja u radu
»Simulation of simplicity” [2].

U radu [3] Rafalin Souvaine i Streinu su predlozZili odredene modifikacije algoritma kako bi se
reSili specijalni slu¢ajevi. Oznake su preuzete is originalnog rada. Koristi se dosta istih struktura.
E[], za ¢uvanje jednacina linija, M[], za redosled linija preseka, HTL[] i HTU[], za stabla
horizonta. Elementi struktura N[] i I imaju jos jedno dodatno polje. N[i] je sada trojka (4i, Tup,
T'down,i) indeksa. Ako je desni kraj N[i] generisan presekom sa linojm iznad onda je

Tup,iindeks te linije, u suprotnom je null. Ako je desni kraj N[i] generisan presekom sa linojm
ispod onda je raown,iindeks te linije, u suprotnom je null. Bar jedan od 7up,i, Tdown,i nije null a
mogucde je da oba nisu null u slu¢aju preseka tri ili vise linija. A; je bilo koja linija koja koja
preseca ivicu u levom kraju. Sa poznatim HTU i HTL ovi indeksi se raCunaju u konstantnom
vremenu.

Elementi steka I su sada parovi celih brojeva (i, k), Sto predstavlja ivice m;, mi+1, ... , Mitk
preseka koje imaju zajednicki desni kraj i taj desni kraj je tacka koja je spremna da bude slededi
elementarni korak.

Potrebna je i nova struktura. MATCH[i] je par indeksa koji pokazuju na najvisu i na najnizu ivicu
preseka koja deli desni kraj kao i ivica na liniji li. MATCH[i] se resetuje na par (i, i) svaki put
kada [; uestvuje u elemntarnom koraku. MAT CH se aZurira na kraju elementarnog koraka kada
se pronadu novi zajednicki desni krajevi. Ivice duz preseka koje dele desni kraj formiraju najvise
jednu povezanu komponentu (pogledati Lemu 4 dole) pa samim tim azuriramo samo dve
krajnje ivice, kada dodajemo novu ivicu u niz onih koji dele zajednicki desni kraj. One elemente
koji se nalaze izmedu ignoriSemo.

Odredivanje spremnih temena:

DefiniSe se odgovarajuci par linija kao uzastopni par linija [;, [; gde je rup, jednak j, i gde je
T'down, jednak i. Kada najviSe dve linije uestvuju u preseku, odgovarajudi par implicira spremno
teme. U opStem slucaju, niz uzastopnih linija l;, ..., lj preseka gde su sve susedne linije
odgovarajuci parovi, i kada gornja linija l; ima rup,: jednak null i kada donja linija lj ima rdown,

jednak null onda to implicira spremno teme. Nakon svakog aZuriranja preseka, proveravamo da
li dve nove susedne linije prave odgovarajuéi par. Ako je tako, taj novi par ili dopunjava vec
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postoje¢i niz odgovarajuéih parova, ili zapocinje novi niz. AZzuriranje i MATCH strukture i
provera da li je niz zavrSen se izvodi u konstantnom vremenu(pogledati Lemu 6 dole).

Paralelne linije i identi¢ne linije:

Paralelne linije imaju presek u beskonacnosti. Njihova presecna tacka se ne tretira drugacije od
preseka nekog drugog para linija. Identi¢ne linije se tretiraju kao jedna linija, i pretpostavlja se
da ¢e se aplikacija koja poziva topolosko prebrisavanje pobrinuti za uticaj duplih linija.

Dodatne promene u algoritmu:

Provere nazvane ‘iznad’ i ‘bliZi’ se koriste kada se strukture prave i aZuriraju. Svako poredenje
ima tri ishoda umesto dva: TRUE, FALSE i EQUAL(Jednki). The EQUAL stanje nije deo originalnog
algoritma jer se generiSe samo u specijalnim slu¢ajevima. Da bi se obradile paralelne linije,
dodati su specjialni testovi, koji proveravaju da li su linije o kojima je re¢ paralelne. Provere se
izvode tokom inicijalizacije.

Svaki korak aZuriranja zahteva dve ili viSe promene, u zavistnosti od temena. RazliCite strukture
zahtevaju razlicite strategije aZuriranja. Jedna metoda je da se zameni svaka linija od i do j u
odgovaraju¢em nizu (nizu sa odgovarajuéim parovima). Ova procedura se koristi da bi se
azurirali levi krajevi preseka i stabla donjeg i gornjeg horizonta. Druga metoda je da se linije
obraduju jedna po jedna. Ta metoda se koristi da bi se azZurirali desni krajevi preseka i stabla
dognjeg i gornjeg horizonta. Stabla se moraju obradivati uzastopno, u suprotnom presek neée
biti aZzuriran kako treba.

Analiza sloZenosti:

Lema 4: Skupi ivica na preseku koje imaju zajednicki desni kraj formiraju najvise jednu povezanu
komponentu

llustracija 13

Dokaz: Pretpostavimo da postoje ivice koje sadrze p kao njihov desni kraj i koje formiraju vise
od jedne komponente(llustracija 13). lvice p; i pi+1 se nalaze na linijama lp; i l+1. Kako postoji
vise od jedne povezane komponente, postoji bar jedna linija lx izmedju Iy i lpi+1 koja sadrii
tacku p, ali ¢ija trenutna ivica cx nema p kao desni kraj. Neka je desni kraj ck, g, odreden linijom
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l. Ako je nagib linije [ manji (respektivno vedi) od linije lx, onda [ preseca lp; (respektivno l+1) u
tacki r koja je izmedu p i q. Kako g joS uvek nije procesuirana, tacka r nije spremna da bude
procesuirana, i zato ivica p; (respektivno pi+1) ne moze da bude deo preseka. Kontradikcija.

Lema 5: Ukupna sloZenost azuriranja HTU i HT L tokom svih elementarnih koraka je O(n?)
Dokaz: slicno kao i u originalnom algoritmu.

Lema 6: Ukupna sloZenost uporedivanja susednih ivica (pronalazenje spremnih temena) tokom
svih elementarnih koraka je O(n2)

Dokaz: Svaka ivica, c, koja se zavrSava na nekom raskrs¢u moZe generisati najvise tri provere.
Prva provera je sa ivicama iznad i ispod. Ako je odgovarajuca ivica m pronadena, MATCH[m]
Ce takode biti proverena. Iz leme 4, najviSe jedna ivica koja ogranicava c iznad i ispod moZze biti
pogodak, u suprotnom postoji vise od jedne povezane komponente. Zbog toga najvise tri
provere postoje. Nema potrebe vrsiti dodatne provere, jer ako postoji joS neko odgovaranje,
trebalo je da je vec ranije pronadeno. Ukupan broj ivica koje nailaze na raskrséa je n2 pa je
samim tim ukupna slozenost 0(n?).

Lema 7: Ukupna sloZenost je O(n?)

Dokaz: Inicijalizacija struktura je linerna nakon sortiranja linija po nagibu koje ima sloZzenost O(n
log n). Svaki elementarni korak ima konstantnu amortizovanu sloZenost, $to proizilazi iz lema 5
i 6. Elementarnih koraka ima O(n?), i tako je ukupna sloZzenost O(n?).

Generalno postoji problem sa brojevima sa beskonacnom presiznoS¢u. U praksi brojevi su
predstavljeni sa pokretnim zarezom Sto moZe stvoriti greske kod zaokruZivanja. U mnogim
aplikacijma ovo nije problem, medutim u radunarskoj geometriji to moze biti veliki problem
ukoliko se algoritm npr. grana na osnovu odredene vrednosti. Ovi problemi su i dalje aktivni
deo istrazivanja.

5 Zakljucdak

U ovom radu se diskutovalo o rasporedu linija i postupcima konstruisanja, pocevsi od opisa i
definicija rasporeda, preko jednostavnog inkrementalnog algoritma do topoloskog
prebrisavanja, koji se i dan danas koristi i citira. Govorilo se o problemima na koja je moguce
naidi, i kako ih resiti u zavisnosti od zahteva same aplikacije. Diskutovano je i o ograniéenjima,
sloZzenostima, kako vremenskim tako i prostornim, u svrhu lakSeg odabira algoritma i postupka
u konkretnim primenama i aplikacijama. Dati su i dokazi za te slozenosti. Opisana je i vrlo vazna
Zone teorema. Dati su primeri struktura za ¢uvanje rasporeda linija, kao i struktura koriséenih u
algoritmima. Algoritam topoloskog prebrisavanja je generalizacija algoritma koji su predstavili
Bentley i Ottmann [4]. [1] Edelsbrunnerov algoritam se moZe prosiriti do algoritma za
enumeraciju temena u rasporedu n hiperravni u R4 sa 0(n%) vremenskom i O(n) prostornom
slozenosc¢u. Neki od drugih algoritama zasnovanih na topoloSkom prebrisavanju su [5], [6] i [7].
Avis i Fukuda [8] su razvili algoritam za enumeraciju u O(n2k) vremena i O(n) prostora svih k
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temena rasporeda n hiperravni u R4 gde svako teme dodiruje d hiperravni. Taj algoritam je vrlo
koristan kada ima puno paralelnih hiperravni. Drugi srodni radovi su [9] i [10]. Postoji puno

otvorenih problema i mesta za dalji razvoj, npr. problem nalazenja najkraceg puta u rasporedu

linija koji je predloZio Marc van Kreveld, kao i razvoj algoritama za odredivanje rasporeda u

visSim dimenzijama. Algoritam topoloSkog prebrisavanja je bio vrlo znacajan pored toga se i dan

danas puno citira u mnogim radovima, sada vec kao jedan od klasi¢nih tehnika.
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